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Riassunto. Consideriamo una classe di operatori ipoellittici totalmente degeneri 
del tipo 
L=div(A(t)D)+<x,BD> -%, 


dove A(t) è una matrice simmetrica semidefinita positiva e B è una matrice costante 
a coefficienti reali. 

Per gli operatori L dimostriamo una disuguaglianza di Harnack non invariante 
utilizzando particolari formule di media. 

Successivamente supponiamo A(t) = 2" A con m EN U{0} e A matrice costante 
a coefficienti reali. Introduciamo poi delle ipotesi sulle matrici A e B che assicurino 
l’invarianza di L rispetto ad un gruppo di dilatazioni (D(A))\s0- Utilizzando allora 
il metodo di Nash mostriamo come si possa ottenere una disuguaglianza di Harnack, 
invariante rispetto al gruppo di dilatazioni (D(A))\.» per le soluzioni non negative 
di Lu=0. 


Abstract. We consider a class of totally degenerate hypoelliptic operators of the 
following type 
L= div(A(t)D)+<x,BD > -d, 


where A(t) is a symmetric and positive semidefinite matrix and B is a constant real 
matrix. 

For the operator L we show a non invariant Harnack inequality based on some 
mean value formulas. 

Next we suppose A(t) = #?"A with m EN U{0} and introduce further hypotheses 
on the matrices A and B which assure the invariance of L with respect to a group 
of dilations (D(A)),.o- Then, using the method of Nash, we show how to obtain 
an invariant Harnack inequality for the non negative solutions of Lu = 0. 
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81. Introduzione. 


In questa nota dimostriamo una disuguaglianza di Harnack uniforme valida per 
operatori totalmente degeneri di tipo Kolmogorov e Fokker-Planck. 

In RN+! consideriamo l’operatore ipoellittico 
(1.1) L= divz (A(t)Dz) + (2, BD.)- è, 
dove (2,t) = (21,....cv,t) ERNH, A(t) è una matrice N x N simmmetrica semi- 
definita positiva, B è una matrice costante di dimensione N x N ; div:(-))D, = 
(9x1, ----:d2y) e (+, <) indicano rispettivamente la divergenza, il gradiente ed il 
prodotto scalare in RN, Supporremo sempre che esista una matrice Y(t) a coef- 
ficienti C°° tale che A(t) = y(t)yT (1). 

Posto 


(1.2) E(s) = exp(-sB7) 


per ogni s ER, la condizione di ipoellitticità si traduce, in termini delle matrici A(t) 
e B, come segue: 


Ipotesi H.1. Esiste un o EN tale che esistono N vettori linearmente indipendenti 
tra le colonne delle matrici 


(ESA — 8)) zo (EA = 30 (E(s)x(t-.s)A, 
per ogni t ER. 


Questa condizione è equivalente all’ipotesi di Hirmander che sia massimo, in ogni 
punto di RN+, il rango dell’algebra di Lie generata dai vettori riga della matrice 
It) e da Y = (r,BD.)- dl. 

Osserviamo che la condizione H.1 non esclude il caso di operatori totalmente 
degeneri, quali l’operatore del calore degenere 


trA,-d, (2,1) eRNH! 
e l'operatore di Kolmogorov degenere 


Po 
tMmA+) 7 2;0,,—d, (c,y,t) RP x RP xR. 
j=1 
Nel 1984 Chiarenza e Serapioni [CS] hanno dimostrato un principio di Harnack 
valido per le soluzioni deboli e positive di equazioni paraboliche degeneri, dove 
però la degenerazione viene controllata da un opportuno peso Ap. I loro risultati 
sono stati successivamente migliorati ed estesi da altri autori, ma la degenerazione 
consentita è sempre almeno localmente sommabile. La novità dei risultati che 
presenteremo in questa nota consiste in una disuguaglianza di Harnack invariante 
per operatori con parte principale totalmente degenere, in quanto la degenerazione 
è controllata da una potenza di t di ordine fissato ma arbitrario. 
Sotto l’ipotesi H.1 dimostreremo, nel paragrafo 3, dapprima una disuguaglianza 
di Harnack in forma integrale che estende a questo contesto un precedente risultato 
di Bony relativo al caso non degenere [B]. Successivamente, a partire da oppor- 
tune formule di media, dimostreremo una disuguaglianza di Harnack puntuale, non 
invariante, per le soluzioni non negative di Lu= 0. 
Nei successivi paragrafi 4 e 5 considereremo operatori (1.1) di tipo particolare. 
Supporremo che le matrici A(t) e B verifichino l’ipotesi 
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Ipotesi H.2. 
0 Bi 0 0 
i 0 0 B. 0 
AG=@S4, de( pd), B=li ii LL 
RO 0, 
o 0 0 0 


dove m EN U{0}, Ao è una matrice non singolare di rango po, Bj è un blocco 
Pj-1 X Pj di rango massimo pj,j = 1,2,...,7, con Po > P1 2 - 2 Pr 2 le 
Po+p1 +... +pr= N. 


Nel paragrafo 4 studieremo il primo problema di valori al contorno relativo ad 
una particolare famiglia di aperti: posto 


(1.4) Do(A) = A°diag (Alpo A°"+1Ip,);A > 0, 


definiamo per ogni (&, 7) ERN+! e T > 7 gli aperti cilindrici 
(1.8) 
Qa(6,7;T) = {@) ERN+1:7<t<T,|Do (Kr) (E(-t)r — E(-ne) < 1} 
VR 
e chiamiamo bordo regolare di Qx(É,7; T) l'insieme 


(1.6) 9-9r(6,7;T) = 990r(6,7;T)\{(2,t) eRN1!:t=T}. 


Mostreremo che, per ogni p € C'(0Qr(f,7;T)) , esiste un'unica soluzione u € 
C° (Qr(é,7;T))N C (0-Qr(€,7;T)) del problema 


{ Lu=0 in Qr(€,7;T) 


(1.7) sE 
U|a_Qr(€,7;T) sa p. 


Utilizzando allora il metodo di Nash [N], ripreso da Fabes e Stroock in [FS], nel 
paragrafo 5 mostreremo come si possa ottenere una disuguaglianza di Harnack, per 
le soluzioni non negative di Lu = 0 in Qr(é,7; T), invariante rispetto al gruppo 
dilatazioni (D(A))x30 = (Do(A); A?),,- Questo risultato viene enunciato nel Teo- 
rema 5.1. 


82. Preliminari. 


Se l'operatore L verifica l’ipotesi H.1 allora si può costruire esplicitamente la 
soluzione fondamentale (x, t; y, 7), con polo (Y, 7) eRN+, risolvendo formalmente 
il problema di Cauchy 


21) { Lu(r,t)=0 t>T 


u(x,7)=p(x) pe C$(RN). 
Posto 


tr 


(22) C(7,))= J E(s)A(t— s)ET (s)ds, 
0 
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per l'ipotesi di ipoellitticità H.1 la matrice C(7,t) risulta definita positiva pert > 7 
e la funzione 


(2.3) 
(Ar) N/2 1 = 
AS e | --(C-1(7,t) (r— E(t-7)y),r- E(t- T)y) 
T(x,t;y,7)= "IRA | i per t > ) 
0 pert<7 


è soluzione fondamentale di L con polo in (y, 7). 

La soluzione fondamentale esplicita per gli operatori ipoellittici (1.1) è stata 
scritta per la prima volta da Kuptsov [K1]. 

La forma esplicita della soluzione fondamentale permette di ottenere, con un 
metodo standard a partire dall’identità di Green, la seguente formula di media per 
le soluzioni di Lu = 0: 


Proposizione 2.1. Sia O un aperto di RN+1 e sia u E C°(Q) una soluzione di 
Lu=0inQ. Per ogni eNe per ogni r > 0 definiamo gli insiemi di livello della 
soluzione fondamentale 


(2.4) 9,(20) = fa €ERN+1: F(20; 2) > 3; i 


Allora per ogni zz € I e per ogni r > 0 tale che Q(20) sia compatto e contenuto 
in AQ, risulta 


(2.5) u(zo)= È J M (20; 2)u(2)dz, 
Ar (20) 
dove 
(2.6) M(z0;2) = n] 


Formule di media per le soluzioni di equazioni del tipo da noi considerato sono 
state provate da Kuptsov [K2]. 
Se le matrici A(t) e B in (1.1) verificano l'ipotesi H.2 allora risulta (cfr. [LP]): 


1 
(7) E(0%4) = Do(A)E(t)Do (3). 
per ogni A > 0. Utilizzando (2.2) e (2.7) si riconosce facilmente che vale anche 
(2.8) C(A?7,A2t) = Do(A)C(7,t)Do(A), 
per ogni A > 0. 


83. Disuguaglianze di Harnack non invarianti. 


Sia L un operatore ipoellittico del tipo (1.1). Il teorema seguente costituisce 
un'estensione di un risultato di Bony relativo ad operatori con parte principale non 
totalmente degenere [B]. 
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Teorema 3.1. Sia Q un aperto di RN+! e sia T un insieme denso in ©. Allora per 
ogni K compatto e contenuto in £, esistono 21, ..., 2p ET ed una costante c positiva 
tale che 


(3.1) Jude <c(u(z)+...+u(2)), 
K 
per ogni u € C°°(I) soluzione non negativa di Lu=0 in 9. 


Dimostrazione. Per ogni ( € K esiste zo = zo(6) € N ed esistono r = r(6) > 0e 
p= p(() >0 tali che I,(z0) sia un aperto relativamente compatto in Le 


B(6,9) C A(20)\ {() ela: A) Para) 3 o} 


Allora M(z0; 2)|8(c,o) > 0. Per ragioni di continuità e per la densità di T in Q, si 
può scegliere zo € T. 
Osserviamo che (B(6, p(6))) ex è un ricoprimento aperto di K, allora esistono 


Gir € Ke pi = P(G1) pp = P(6p) €R+ tali che, posto Bi = B(G, pi) 
p 
per î = 1,...,p, KC ÙU B;. Esistono allora 21,...,2p ET e r,....Tp > 0 tali che 


i=l1 
Ar. (a) CCNL e inf (M(z;;2)) > 0. Dunque 
1 R3 (M(2552)) 
u(z;) = = J M(z;;z)u(2)dz > — = Jude: 


Ar; (25) Bi 


inf (M(zi;z)) 
Posto 1 = inf pi = 1,.P} risulta 


p 
Yo uz) > yo [uad: > 19° fund 


i=l1 i=1 B; i=l B; 


e dunque 


falde: < ;% falda: < > u(zi). 


K i=l Bi i=1 


Proposizione 3.1. Sia (Un)n>1 una successione di soluzioni di Lu = 0, tale che 
Un £ Un+1 per ogni n EN. Sia poi u il limite puntuale della successione (un)n>i € 
supponiamo u < co în ogni punto di un insieme denso în O. Allora u € Lî6.(9). 


Dimostrazione. Sia n > m, allora un -um20e quindi per il Teorema 3.1 


p 
fun (a) — made < Yln(83) = ml) a 


5 n,m_-00 
K j=1 
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Dunque un è una successione di Cauchy in Li.(9). Inoltre per ogni E Cg°(0) 


loc 
J(ru)pae = fuga: = Jim /us(t'o)de =0, 
Q Q ” a 


dunque Lu = 0 in Q nel senso delle distribuzioni e, per l’ipoellitticità di L, esiste 
v E C°(0) tale che v = u quasi dappertutto. Ragioniamo ora per assurdo e sup- 
poniamo che esista un compatto K C Q tale che supu = +00. Per ogni M > 0 


esiste allora y € K tale che u(y) > M. Ma poiché u è il limite puntuale di una suc- 
cessione monotona crescente di funzioni continue, u è inferiormente semicontinua. 
Di conseguenza esiste un intorno V di y tale che u(z) > M per ogni z € V. Quindi 
esiste 2 € V tale che v(2) = u(2) > M. Questo proverebbe che vipo = +00. Ma 


questo è assurdo, perché v € C°(Q). 
Per ogni e > 0 fissato, € < (47)-N, poniamo 


(3.2) Kr(20) = 9(20) N {(2,t) ERN+1; er? < det C(t,to)}. 


Vale allora il seguente teorema: 


Teorema 3.2. Sia © un aperto di RN+#!. Allora per ogni fissato e > 0 e per ogni 


zo €Q edr >Q0 tali che A2r (20) CCL, esiste una costante c = c(e, zo,r) > 0 tale 
che 


(3.3) sup U<cul(zo), 
Kr(z0) 


per ogni u € C°(Q) soluzione non negativa di Lu=0 inQ. 
Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che la (3.3) non sia vera. Allora esiste 
Un € C°°(0) tale che per ogni n EN Un>0e 


(3.4) SUP Un > 4"cun(zo). 
Kr(z0) 


Osserviamo che Un(z0) # 0 per ogni n EN, altrimenti per la formula di media 
dovrebbe essere un = 0 in Y2r(20). Possiamo quindi definire le seguenti funzioni 


Un(2) _ SÒ Un(2) 
Wn(2) = Un(20)” w(2) = > gno 


e porre T= {z € N: w(2) < +00}. L'insieme T è non vuoto in quanto w(20) = 1, 
inoltre T è denso in L2r(20). Se infatti 7 non fosse denso esisterebbero 2 E Q9, (20) 
e p > 0 tali che W|B(z,p) = +00. Di conseguenza, poiché M (2052) > 0 quasi 
dappertutto, 


J M(z0;2)w(2)dz = Sosta) ="l 


92r-(20) eni 
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Possiamo allora applicare la Proposizione 3.1 alla successione delle somme parziali 
della serie Y7_, w=(2) e concludere che w € LS (92r(20)). In particolare w è 
limitata in K-(z0). D'altra parte, per la (3.4) 


1 
sup W2 77 SUP Wxn > 2" 
Kr(zo) = 2° Kr(zo) 


e questa contraddizione prova il teorema. 


84. La funzione di Green per gli aperti Qr(£,7;T). 


Sia L un operatore del tipo (1.1) tale che le matrici A(t) e B verifichino l’ipotesi 
H.2. 
Per ogni (é,r) ERN+! e per ogni T > 7 definiamo 


(4.1) V=V(&,7;T)={(2,t) RM: r<t<T,le-&< tt}, 


(4.2) 0-V = {(2,t) eRNH+1:7<t<T,|e-&=t-7}. 


Per ogni g € C(8rV) esiste un’unica soluzione HY e C°(V) NC(VUA;V) tale che 
LHY =0inVe 
V = 
PERA: a Hy (,t) si p(To, to) 
| (2,0) EV 

per ogni (ro, to) € IV. 

Diciamo allora che V è un aperto quasi regolare. 

Sia ora Q CRN+! un aperto limitato arbitrario. 


Definizione 4.1. Una funzionew: 0 R è L- superarmonica în £ se 
(i) —00 <w < co,w< co în un sottoinsieme denso di Q; 
(ii) w è inferiormente semicontinua; 
(iii) per ogni V aperto quasi regolare tale che V CO e per ogni p E C(OV), se 
w,v > £ alloraw > Hi in V. 


Per ogni p € C(99) cerchiamo una soluzione w € C°(Q) del primo problema di 
valori al contorno 


(4.3) { Lu=0 inQ 


Uan = P- 

Il metodo di Perron-Wiener-Brelot-Bauer (cfr. [Ba]), opportunamente adattato 
alla base di aperti quasi regolari {V (6,7; T) : (€,7) €RN+1,T > 7}, assicura l’esi- 
stenza di una soluzione generalizzata del problema (4.3): 


(4.4) Hî = inf {w:wè L — superarmonica ine liminfw > g}. 


Con i metodi classici della teoria del potenziale si dimostra che H$ € C°(Q) e 
LH® = 0 in senso classico. 

In generale però la funzione BE definita in (4.4) non assume il dato al bordo con 
continuità. 
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Definizione 4.2. Un punto (ro,to) E 09 è L- regolare se 


Ù Vv SI 
(4.5) coll i He (2,t) = (xo, to) 
e.t)EeV . 


per ogni p E C(99). 
Proposizione 4.1. J punti zo = (zo,to) € 0Qr(E,7;T) tali cher Sto <T, 
Do (4) (E(-to)cro — E(-n)0)| = 1 sono L—regolari per Ar(É,7;T). 


Dimostrazione. Poniamo 
(4.6) 
1 


w(2) =1- (Do (&) (E(-t)r _ E(-7)€) »Do (4) (E(-to)zo = E(-7)€) ). 
Per ogni 2 € Qr(É,7;T) risulta 


Do (13) (E-)=- E(-n0 


w(z0) = 0 e per ogni 2 € Qr(É,7;T) risulta 


w(2)>1- 


> 0, 


Lu(2) = —(7, BET(-t)Do (3) (E(-to)zo — E(-7)€)) 
+ (2, BET(-t)Do () (E(-to)z0- E(-m)€)) = 0; 


allora w è una barriera per Qr(€,7;T) in 20. Per il Teorema di Bouligand zo è un 
punto L—regolare per Qr(£, 7; T), 


Per ogni y ERN tale che [Do (+) (E(-7)y- E(-n)e)] <1e per ogni (x,t) € 
Qr(€, 7; T) definiamo 


(4.7) IR (7,t;y,7) =M(,ty, T)- h(2,t;y,7) 


dove T(-,-;y,7) è la soluzione fondamentale di L con polo (y, 7) e h(-,-;y, T) indica 
la soluzione del problema al contorno 


Lu=0 inQe(6,7;7) 
Do (F) (E-n)s - E(-ne) <1 
Do (13) (E-)2- E(-n0 


(4.8) u(x,7)=0 per 


u(r,t)=T(x,t;y,7) per =1,T<t. 


Osserviamo che il problema (4.8) è ben posto in quanto per ogni (r,t) ERN+! 
tale che [Do (4) (E(-%)x - E(-7)e)] =1lrT<tX<T ed y tale che 


[Do (4) (E(-7)y- E(-n)0)| <1 , risulta E(i)c # E(-r)y e dunque 


lim T(z,t;y,7)=0. 
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Per ogni (£, 7) ERN+,T>7reR>O0 chiamiamo TT) (x, t;y,7) la funzione 
di Green di Lu= 0 in Ar(6,7;T). 

Come nel caso parabolico (cfr. [F]) risulta che per ogni funzione continua f a 
supporto compatto in S(é,7; R) = {r ERN: |Do (4) (E(-7)c - E(-n)0)| <l)}, 
la funzione 
(49) us)= f rEmREtInidI 

S(E,7;R) 
è una soluzione di Lu= 0 in Qa(6,7;T) e soddisfa la condizione iniziale 
(4.10) RIA u(r,t)= f(x) perr € S(€,7; R) 
IT 


e la condizione al bordo 


(4.11) u(r,t)=0 per 


1 
Do (x) (E(-t)r - E(-Mé)|= 1,7 <t<T. 


Osserviamo che se v € C°° (A R(É,T; T)) è una soluzione non negativa di Lu = 0 
in Qr(€, 7; T) allora, per il principio del massimo, risulta 


(4.12) v(2,t) > 7 TT) (2, t;y,T)v(y, T)dy 
S(€,7;R) 
per ogni (x,t) € Qr(6,7;T). 


85. Disuguaglianza di Harnack invariante. 


Per ogni (£&,7) ERN+1,T>reR>Osia Tl:7R) (x, t;y,7) la funzione di Green 
di Lu=0inAg(6,7;T). 
Vale allora il seguente risultato: 


Lemma 5.1. Per ogni B ER e per a,y,6 E (0,1),)0< a < y < 1, esiste una 
costante positiva e = e(B,@,9, 6) tale che per ogni R> 0 


si E 
(5.1) DISTA) (2, t;y,7) > Ro 


dove 
Q= (2m)N+(1+3+..+(27+ 1)), 
per 7 € [BR, (8 + a)R], per ogni y tale che |Do (4a) (E(-7)r — E(-n0)| <le 
per ogni (x,t) € Nsr(E, 7; (8+1)R) N {(2,t) ERNTI: (0+) S L<(0+1)} 
Per ogni a,6,7 ER 0<a<7r<1e 6 € (0,1) siano 
i 


‘(5:2) Q7 = Oen(e, (9-1R:(9+RIN{ (01) RT: (P-) SF SP- a}. 


(59) @* = Ren(é, (9-1R:(E+RIN{ (0) RNA: (0+0) SES + n}: 


Il risultato principale di questa nota consiste nel seguente teorema: 
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Teorema 5.1. Esiste una costante positiva M = M(a,L, Y, 6) < co tale che per 
ogni R> 0 


(5.4) max u < M minu 
Qu o QQ 
per ogni soluzione non negativa u € C® (OG (8 — 1)R;(B+ 1)R)) diLu=0 in 
Ar(€, (8 —1)R;(6+1)R). 
Dimostrazione. Non diamo in questa sede una prova completa del Teorema 5.1, ma 
vogliamo soltanto indicare come si possa dedurre dalla formula di rappresentazione 
(4.12) e dalla stima dal basso: (5.1) della funzione di Green. 
Poniamo to = BR. Sia (7,8) e Q* tale che min = u(£,t). Posto 
Qt 


S(E(R)E, to; 6R) = {e ERN: 


1 
Do ( 5) (E(-to)z— E(-(8— 1)R)0) | < i}, 
per (4.12) e (5.1) risulta 


u(£, i) > J DEM to; A) (7, È y, to)u(y, to)dy > ZIA u(y, to)dy. 
S(E(R)6,t0;6R) S(E(R)6,t0;6R) 
In particolare esiste ro € S(E(R)€, t0; 6R) tale che 
1 . 
u(o, to) < 25073 min u. 


Non è restrittivo supporre (co, to) = 1. Allora per ogni r € [to—yYR, to—«R] posto 
S(E(r-(8-1)R)6,r;6R)={y ER: [Do (7a) (EMY E(-6- 1A] <1} 
risulta, per (4.12) e (5.1), 


(5.5)  1> TE NAEA (20, 80; ysr)u(y, r)dy 
S(E(r-(8-1)R)€,r;6R) 
E 
& | ss 


S(E(r-(8-1)R)€,r;6R) 


Utilizzando la disuguaglianza (5.5) si dimostra che esiste una costante positiva 
K = K(a,f,Y,6) < ce tale che 


(5.6) u(y,T) < K, 


per ogni (y,7) € Q-. Non riportiamo la dimostrazione dell’affermazione precedente 
in quanto essa si ottiene adattando un laborioso procedimento indicato da Fabes 
e Stroock per lo studio del caso parabolico (cfr. [FS]). Dall’ultima disuguaglianza, 
posto M = —7z, risulta infine 


maxu< K < M minu. 
= QF 
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